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SHODWLYDPHQWH DOOD VROX]LRQH \GLL SXUH V HRQWHRIR GIX D WAWUINRR S

il sistema ammette una unica soluzionendividuata dalla ennupla;xx,, ... , %; questo si
ha quando il rango della matrice A é pari al numero delle empigoivvero delle incognite),
ossia quando il sistema e normale, quindi deve awEsAL 0;

il sistema non ammette soluzioni, caso che si presenta gleanddrici A ed A’ non hanno
lo stesso rango (sistema incompatibile);



il sistema ammette infinite soluzioni, caso che si presguado A ed A’ hanno stesso
rango, minore del numero delle incognite n;

il sistema ammette soluzione banale=x = ....... = x = 0 (sistema di equazioni
omogeneo, con rango uguale al numero delle incognite e con &itonma dei termini
noti nullo).

A noi interessa lo studio dei sistemi lineari dN equazioni inN incognite conun’unica

soluzioneaventideterminante della matrice A diverso das@temi
normali).

"HILQL]LRQ@L WHODWILYH DOOH PDWWILFL

Si chiamamatrice diagonald una matrice quadrata con tutti gli elementi nulli eccetto
quelli sulla diagonale principale; come esempio consideriamuakrice diagonale di ordine

3:

a; 0 0

0 a, 0
p=L? 0 2m] g

Si chiamamatrice identital una matrice diagonale avente i termini della diagonale
principale tutti uguali ad 1. Essa gode della propricth= M dove M e una matrice avente
numero di righe pari all’ordine di .

Si chiamamatrice triangolareuna matrice quadrata avente gli elementi da uno stesso lato
della diagonale principale tutti nulli (i restanti possono essdieo diversi da 0).

In particolare, una matrice triangolaeperioreU ha gli elementi al di sotto della diagonale
principale tutti nulli, come la seguente di ordine 3:

9LFHYHUVD SHU XQD PDVQUHMEMARAWWLDQJIJRODUH

Alcune proprieta dei sistemi lineari
3HU OD ULVROX]LRQH GHO VLVWBOBXO®HR SYRIBW XYW CUHFRHIGRQUH.F

DL VLVWHPL VWHVVL DOOH PDWULFL H DO FDOFROR PDWULFLDO

Ogni equazione (riga di A’) del sistema puo essere moltiglipar una costante senza
modificarne la soluzione.

Il determinante di una matrice A non cambia se si moltipli@dividono tutti gli elementi
di una riga o di una colonna per una costante arbitraria divesa da



L’ordine delle equazioni (righe di A’) puo essere cambiatzaenodificare la soluzione del
sistema .

Scambiando tra loro due righe o due colonne di una matriceség illeterminante non
cambia in valore assoluto, ma solo in segno.

Ogni equazione del sistema puo essere sostituita da una comibinbzéare della stessa
con ogni altra equazione del sistema, senza modificarneulzicus.

Il determinante di una matrice A non cambia se si moltiplicadividono tutti gli elementi
di una riga o di una colonna per una costante arbitraria.

Se il determinante di una matrice quadrata A € nullo, laiceah e dettasingolare

Se gli elementi di una riga o di una colonna di A sono tutti haéterminante di A € nullo,
quindi A e singolare.

Il determinante di una matrice diagonale e di una matrigedalare (sia essa inferiore che
superiore) e dato dal prodotto degli elementi della diaggraieipale.

E’ possibile trasformare ogni matrice non singolare in unaieceatiangolare, cosicché il
suo determinante puo essere facilmente determinato cornérdptecedenza; seguiremo
questa strada nell’algoritmo di calcolo del determinantendimatrice.

Considerate due matrici quadrate A e B, se il prodotto tra | dgeale all matrice
identita, ossia:

A B =1 allora la matrice B si dicanatrice inversali A, e si indica co3 = A,

9DOH OD SURSULHW¢ FRPPXWDIARIQY O DU PYDSHM WH DY HBUR DB R R\
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Soluzione dei sistemi lineari
PHWRGL SHU ULVROYHUH VLRWWYROQRS VXSG DYLROIU WL Q 8 DA HSF

L)

metodi diretti;
metodi iterativi.

| metodi diretti sono basati su procedure sistematiche dirglizione algebrica, che portano alla
soluzione in un numero ben definito di operazioni. La soluzione se rawudnissero errori di
rappresentazione dei dati e di arrotondamento nei calcoli gatebéitta’. Tra questi si ricordano

il metodo di sostituzione diretta, la regola di Crameiil geetodi di eliminazione di Gauss e di
Gauss - Jordan, di cui ci occuperemo in seguito. Tretodn diretti non sono automatizzabili (vista
la inaccettabile complessita computazionale) i metodi ditsn®ne e di Cramer.

, PHWRGL LWHUDWLYL LQYHFH QRQ 8VWBW RGRQRWHY DNLRUR I \SH
XQD VROX]LRQH DSSURVVLPDWD QHGO XHHQVIRIWWH K\DVRQ/ B U B FEL
FKH WHRULFDPHQWH SXu HVVHUH UHWRQSLE LRO@XP 15U R FGHHIGIOBIX
LWHUD]LRQL

'DO SXQWR GL YLVWD SUDWLFR VL [|LSWAP DA WHUNDWLIRIGH VR O X] LR
DUELWUDULDPHQWH VL VRVWLWXLNPRRQAR WRKRELWDD RXIR OQG DUV
HVVR UDSSUHVHQWD OD VROX]LR®HBCGFRRRQ GROW ULPW B WUR P OHEL



FRPPHVVR VL GHWHUPLQD XK WXRWRWD OABWHUJRFHGLPHQWR ILQR
VXFFHVVLRQH GHL YDORUL JHQHUDWL FRQYHUJH YHUVR OD VRO

$OFXQL HVHPSL GL PHWRGL LWHBEWHGL MRRRW.RGRHW/IR GIRX @V - 6

$QFKH VH QRQ HVLVWH XQ FULWHULRXPIOH FPRVYVRPGIRQGILVROXWIL 8k
DGRWWDUH ULVXOWD FKH L PHRIRGR QAL B B WW R WK Bl DRHOUQY IDHP HAOV
GHOOH GLPHQVLRQL GHO VLVWHPAWRED IRPMQAHRJVRNLWILWXLWL GDL |1
Metodo di Gauss-Jordan

,O PHWRGR GL HOLPLQD]LRQH GLWB)XGWHWO-RHEBRQ RX®ID *DXVNVD® EL
VXOOD WUDVIRUPD]LRQH GHOOD PDWULFH
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7DOH PHWRGR L VEDYD] VKQL LGHQWLILFDWH GIDO9BQIR®IRFH N GX!
WUDVIRUPDWL L FRHIILFLHQWL GHO VLVWHPD

'XUDQWH OD SULPD LWHUD]JLRQB® RRIMLLFKROQWH IGE&X[UWH OODL SUI
HTXD]JLRQH HD LQ WXWWH OH DOWUH SHUWDQWR
si divide la riga k-esima peree ciascuna delle rimanenti righe per il coefficientrldi
si sottrae la riga k da tutte le altre righe;

in questo modo la matrice A' si trasforma in:
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&RPH GHWWR WDOH WUDVIRUPD]LR®H @ VWDWD GHULYDWD HVHJ.
VXOOD ULJD N OD WUDVIRURAIQRLR Bv®HL NFRHIILFLHQWL"',0

H VXOOH ULJKH L OD WUDV IRk RMH BHIMFRHIILFLHQWL,O0
6L SURFHGH TXLQGL FRQ O-LWHUD]JLRQH VXFFHVVLYD

'XUDQWH OD VHFRQGD LWHUD]LR@HFRHIVILFYMRWH GLGXWQHDODD V
HTXDJLRQH HD LQ WXWWH OH DOWUH SHUWDQWR

si divide la riga k-esima pergae le rimanenti righe per il coefficienti di x2;
si sottrae la riga k da tutte le altre righe;

in questo modo la matrice A' si trasforma in:
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$O0 SURFHGLPHQWR GHVFULWWR SQWHWAHIIRUDWFRFLDWR LO VH.
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DO FDOFROR GHOOD VROX]LRQH HRQORQOMX WO GMK]EREH RQ WU L BXIL
GHOOD PDWULFH
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1XPHURVL SUREOHPL GL PDWHPDWQRDDGSISDALFL\WRR IFRBRQLUBR VD
L GL FXL QRQ VL FRQRVFH OD IV R X MIRIGL LA~ HRASRID VX L X @ H
GHOOH UDGLFL R GL FXL @ FRFS9RYRRL QG LPDSHQRVUIDRE LOH UGMHILQMH \
QXPHULFL FKH FRQGXFDQR DOOD LQGLYLGXD]LRQH GHOOH UDGL
4XDQGR O-HTXD]LRIQH QBRQXQDQHIFRHIQLWD VRGGLVID LO WHRUH
GHJOL JHUL RVVLD @ UHDOH H FRIQWIRQM DO L BLXWD WERWAHU E @OHAR D \
YDORUL GL VHIJQR RSSRVWR DJOLVROWUHHVALHGHOOM\PWBOERQD R
LWHUDWLYL SHU LQGLYLGXDUH OD VROX]LRQH

L,QIDWWL VH XQD PXWQHDROGHH FRQWLQXD LQ XD IWRWVHU EMOMR FKL.

DVVXPH YDORUL GL VHIQR RSSRVIOR DRQYBHNENV UHPLDGBOROBL QW F

SHU LO WHRUHPD GL HVLVWHQ]D GXIJ CBLX {HWR [H VAW R/ | H X B OGHL
IXQJLRQH LOQWHUQR DOQG-[L QUHXPBHO@R YTOR@H. Q FKH UDSSUHV,
GHOO-HTXPJLRQH

/D ULFHUFD GL WXWWL JOL JHULS GHPH®XMD ]TRIQHGE HYDHO ©DVW DB
GHOOD IXQJLRQH I [ FRQ SDVVR DXG&BXDWRWVXWRRGFOGDLQWBUYD
FKH FRQWHQJRQR DO ORUR LQRHIUH B RHQUDALFIRD HQW HDY HOL
ULVROXWLYR VFHOWR

/D YDOXWD]LRQH QXPHULFD GL FLDNFX®) BRMMUXH PN LGLQ K QDU D
RSSRUWXQD VXFFHVVLR\ADH 8 LF K B QRWIX OW L
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'DWD XQD VXFFHVVLRQ@H GHIYRORERQR
HUURUH DVVROXWRGL WUWRQFDPHQWR
IDWWRUH GL FR®YHULHM @)D

® %
1HL VXFFHVVLYL SDUDJUDIL VDUDQQR LIRHOH]THOIOH FRWE B L Lo
GXH SXQWL HG LO PHWRGR GL 1BZWROXSDBRKVRQ LWHUDWLYR

Programma per il calcolo della precisione della macciealbprimo programma risulta una
maggior precisione in quanto nel C++ le operazioni per ttefano eseguite in double precision.
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METODO DI BISEZIONE

,O PHWRGR GL ELVH]LRQH 2 LO PRHHNIR /R ADVWHDWP BV MVHR LG Y\HHUR $I@L
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GHL TXDOL UDSSUHVHQWD O -L QDNBKWM|D R@H ERIQG ® BBADV 8 D LG$HOQ
FRRUGLQDWH/ DD MHEQREJQRKH VROR VRWWR OH LSRWHVL IDWW
VLEXUDPHQWH DOOD UDGLFH ULFKLHVWD

,0 PHWRGR GL ELVH]LRQH FRPH ULDSORVD R Y WHIWDD QREGQRH O®L PLH]| |
O-LQWHUYDOOR FRQWHQHQWH OQ O D GLLFHHF E W HRYQLHH G H \ALDGOHAURDD/DR
,O0 SXQWR GL IRU]D GL TXHVWR PHW® &RV £ FX-UDO DRDYM VHPGIDL L C
GHEROH @ LQYHFH QHOOD VFDU\DED W U L FLHHVQ ROE U IL\)QSBEWW R $R DK «

YLHQH GLPH]]DWR O-LQWHUY DO ORRWRLPN B R GHPGeXHE) XQB QUORGUARD H &
LWHUD]LRQL
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Fig.1.1 Interpretazione geometrica del metodo di bisezione

PROGRAM EQUAZNLIN



METODO DELLE CORDE

fegagi x1, x2
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,O0 PHWRGR GHOOH FRUGH 2 XQFPHQ\WBRSHW FDDWR®® SH »OHI LD G L
XQ-HTXDJ]LRQH QRQUEDQHDWHERQWLQXD LQ XQ IRQMHEB®DOKR FKL.
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6H. QRQ 2 XQD UDGLFH VL YDOXWD L VHYQRSGRPHSWHRGEWRVRW H
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FRPPHVVR GXUDQWH RJQL LWHUD]LR{AH Y \PLQIRRJ K H FSLHQURMWD @ X\WPRH ¢
LWHUD]JLRQL FRPH SX" HVVHUH SWBRMIJWRPAPPHQGR HVHJXLUH LO



Fig.1.2 Interpretazione geometrica del metodo delle corde
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$O0 SURFHGLPHQWR GHVFUIPWKW BE VBKW HVXHQB R DPGRFLDWR LO V
DOJRULWPR
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GLYLGHUH SHU HFL” FDXVHUHEEH XQ HUURUH
,Q XQ SURJUDPPD FRPSOHWR DQGUHFBMHYWU HWLL VWRRIPK B HLQ ONVID\DH
FRQ GXH GLYHUVL YDORUL LQL]JLDOL [ [

0(72'2 ', 1(:721 5%$3+621

,O PHWRGR GL 1HZWRQ 5DSKVRGHAWFUDWWIHWR S L »L WIH IUBLWIOW. H
(VWVR FRQVLVWH QHO FDOFROGHE OMH WHW @\ HUIV QI JHRYQWH [DO JUDI |
IXQJLRQH SDVVDQWH SHU XQ SXQW R RBQGQ-MRRMHCGERO WH DIVFLVVH
UDGLFH
3HU YHULILFDUH TXHVWD FRQGL]LRQH ®@RQ SRLFRQW U FODYRWVB F
QXPHUL UHDPOL VH RYH S UDSSUHVHQWD OD SUHFLVLRQH VFHO\
S5LFRUGDQGR FKH

'equazione del fascio di rette di centro B,¥¥) é: y—¥%=m((Xx—x) oveme il

coefficiente angolare e che

f' (o), ossia la derivata prima di una funzione f (x) calcolatguanto x, coincide con il
coefficiente angolaren della retta tangente al grafico della funzione nel puntodlidinate

(%o, f (x0)),
si ha che I'equazione della retta tangente alla curva f(jpurdo A di coordinate f (X)) risulta:
VAT T LI
SHUWDQWR SRQHQGR \ VL RWWLHQH
T LT LT
TXLQGL O/DWFEXVDDOD WDQJHQWH LQFRQWUD O DVVH GHOOH ;
[T T 0 T 1

6H VHI[ _ BYYHUR YXQD UDGLFH VL LQWHUURPSWIOWODERUD]
SURFHGH FRQ XQ DLOMWHRJ $NHRWRH GHOOD UHWWXQWMIR@HQWH DO
SDVVDQWH SHU XQ SXQWR[GIDEBRUEDQOWHWHUDWLYDPHQWH LC
JHQHUD XQD VXFFHVVLRQ@B GKIWMHBEOQQH[ L HVLPR 2

[ [V Tl To '

BRLFK« LO SURFHGLPHQWR VX FXIWREKD VEBWRRMY IPFHDN B B R X@L] LIRQ |
UHWWD WDQJHQWH DO JUDILFR GBHOK BKKQ@ERQHRULHSKR FRFPLHPARMW
RJQL LWHUD]JLRQH 2@ PLQRUH UL VEHIWRMHRWER G X HQGIR HFRIPOWYV RQ D
FKH LO PHWRGR GL 1HZWRQ 2 GHOFRBNRQGRQR D GXPHS BDAKIHF R D F L
O-HUURUHQBOY I FRVYBURSRU]JLRQDOH DO TXBGSJDHNFR GGHH@QWH HHJ UR |



SHUWDQWR ULFKLHGH XQ PLQR W GXP HYR/ 16U H. & BRI DD MRR) LD FHR® G F
HVHJXLUH LO SURJUDPPD
6L QRWL SHU" FKH D GLIIHUHGERQYHIIIH Q IMW®H CFOHDVREBRBHODY LR Q
a JDUDQWLWDHSBHWRRQOQLU IXQJLRQH T
3HU SRWHU FRGLILFDUH O-DOJRWIR\GPRIGH DHZAW R Q. ® FIDROARD RQG
GHOOH IXQJLRQL ROWUH FKH GL T |
3HU TXDQWR DWWLHQH LO FDOFRQRQGHOOMR G B DRGRYB GD X3HD LI
T L[ OLP DI [I]

D P D [
EDVWD ILVVDUH XQ YDORUHH RDWMRRODAARQRPIHILFDPHQWH LO Y
IXQJLRQH DVVXPH LQ FRUULVSRQGHQ]D GHOOD |

F

Y

a f"“‘l.; P ' : I

Fig.1.3 Interpretazione grafica del metodo di Newton
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y1 = Ifunz{x’l )

il

vi|<p or k=n 4
si

Dy0 = DF(x0)
[ x1< x0- (y0/Dy0) |
y1 < funz{x1)
k< k+1
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stampa non trovato stampa x1

Interpretazione grafica della derivata

'DWD OD IXQ]JLRQH I' [ GL FXISXQWL SRUAN M ISOLDREDIYERXDQR LO W
UHWWDQJROR 34%
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3RVVLDPR VFULYHUH FKH

QA _fix+Ax)— f(x)

Igo =
PA Ax
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'D FXL GHULYD OD FRUULVSRQGHUDL ¥ Lo FRHIILFLHQWH DQ
FRQ LO YDORUH GHOOD GHULY DRVID WL O B G5 B RQW R XGU] LFRRRHU G DOQE

INTEGRAZIONE NUMERICA

/D YDOXWD]LRQH GL LQWHJUDG\UDGHDLYUMWALWAYQGCRHQORD I XTRLRC
R TXDQGR LO SURFHGLPHQWR D QUF&ILW GFHROWID\SSMW BDARRS B HALV R
QXPHULFL

/H WHFQLFKH QXPHULFKH VL EDWIRQDRIR¥O RO DSECH KV RQHDGR UL
IXQ]JLRQH LQWHJUDQGD DV VXP HR DELOLQ W HWIR RHD O -LQWHU Y D (
2JQL IRUPXOD GL LQWHJUD]LRQH GXPHUHFIDVKRQHQ LOXRWWD G R
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LO SULPR WHUPLQH 2 GHWWR oSD UMM RS H URYV WILFRDERD P HQ W R



/D YDOXWD]LRQH QXPHULFD GHO OO GWWWUXPHRDHUYGE H XY BV BB B R
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METODO DEI RETTANGOLI
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Q LWHUD]LRQL FKH FRQ YULGQDQX RIQFED R FRWDWH DG RIJQL SDVV
ULSRUWDWR QHO SURJUDPPD ODRBRRBDIADOWHIUDOH FRQ LO YD
LQIDWWL OD [ GRYUHEEH DVVXPHUH L YDORUL
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GHL VRWWRLQWHYDOOL ILQRGEH XDQ®&®R LOYVXEEHMVHYQD)B HQWDH FD
PLQRUH GHOOD SUHFLVLRQH FKH ®ERO®ROH UDJIJLXQJHUH QHO F
3HU YHULILFDUH TXHVWD FRQGL]LRRHULSRBHPKOL VV IOBR@®W D RFFGRMDL
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Fig.2.1 Interpretazione grafica dell'integrazione numericaséo il metodo dei rettangoli



METODO DEI TRAPEZI
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GD DQRH LQFUHPHQWDUH DG RJQL SDVVROODDWHRRAD LQWHJUDOH
h*.5* ((F(a+i*h)+F(a+(i+1)*h)))
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WUDSH]L hSBWIU DD VRPPD GHOOH GXH EDVL2 GILBIRWRNDVBER WDMHDQ W
SURJUDPPD
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Fig.2.2 Interpretazione grafica dell'integrazione numericarsaée il metodo dei trapezi

SUBROUTINE TRAPEZI
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,O PHWRGR GL &DYDOLHUL 6LPSVR@M-EQWWMNDWDID R 0 EBGIGQ LG A |
GL VRWWR@®WHOVYBOSEURVVLPDUH OD IXQRMRQRIL DWIOUY R W/OIR QF
XQD SDUDEROD LQGLYLGXDWD GDL SXQWL GL FRRUGLQDWH

L/[L /[L HGDO SXQWR LQWEHWRHGERD PR
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,O SURFHGLPHQWR GL FDOFRORVGHHCOLEFGWHQWMHOUHB®LHMWRUH
LQL]LDOL]]DQGR OD VRPPD LQWHJWBLQRLFBQH W VRPP@IWIR BLHO G H
WHUPLQH
I=(F(a)+F(b)+4*F(a+h*(2*n-1)))*h/3.0
WUDPLWH O-RQQSDMLAFEH GR@YLHQH QXPHUWUDGBQW WLWOYFH.WH XQ LQ
VRPPD LOWHJUDOH YHUU¢ LQFUHRIPQYID WOFFRY VAL LF &S SEPHGIIL AN

I=1+h/3.0*(4*F(a+i*h)+2*F(a+(i+1)*h))

6L QRWL FKH LO FDOFROR GHOOWRGH JUDROH WHPRINGIR RIXKHNWWRD
)LJ SUHYHGH OD XOWHULRUH GQWIMLRIXHOR PHMEWBDIQ R RQGR SR
YDORUH L@@TXHOYAWWRBLVQUC¢ VXELWR UDGGRSSESMWWIRPEOWIBRWHU LC(
FDOFROR

&RPH QHL FDVL SUHFHGHQWL SHWH BHYGHIR® PQPR B B HIUHH UQ RIWUR ¢
FRQYHUJHQ]D LO SURFHGLPHQWRGR BQRJ QL SHNWDUVDRL B QDG GRS Q XD
VRWWRLQWHYDOOL ILQR D TXD@®RR IO U XGIFIHNYH QDK MQMDHGHKMHO F R
GHOOD SUHFLVLRQH FKH VL YXRONHWDRMXERIWMH) REBGDFVBFROR
RYH S UDSSUHVHQWD OD WROOHUDQ]D VFHOWD

,O PHWRGR GL &DYDOLHUL 6LPSVRWL O X|JQRWILUTH U ®DHDWRRBW HSYLRO H
FKH 2 LQ JUDGR GL UDJIJLXQJHUHDECRFFRSGRFKOQ IDOWYWHU¥ BRVOYLEIL OH
FKH O-HUURUH GL FDOFROR FRPPHVVR ULVXOWD
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Fig.2.3 Interpretazione grafica dell'integrazione numericasdo il metodo di Cavalieri-Simpson



